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Resumen

El cancer de pancreas es uno de los tipos de cancer mas
mortales, ya que normalmente se propaga rapidamente y rara
vez se puede detectar en su etapa inicial. Por lo tanto, la terapia
del cancer de pancreas es una tarea desafiante y el pronostico
0 la evaluacién adecuados para la terapia del cancer de
pancreas son de importancia critica. EI modelo matematico no
lineal que se estudia incorpora células de cancer de pancreas,
células estrelladas de pancreas, tres clases principales de
células efectoras inmunes, células T CD8, células asesinas
naturales, células T auxiliares y dos clases principales de
citocinas: interleucina-2 (IL-2) e interferon-y (IFN-y). El
aporte de este trabajo de investigacion se enfoca en aplicar una
herramienta matemaética para interpretar el comportamiento
biol6gico en un periodo a través de condiciones necesarias 0
suficientes, siendo este el método de localizacion de conjuntos
invariantes compactos (LCCI). Las funciones localizadoras
propuestas estdn relacionadas con las implicaciones
biolégicas del modelo en estudio ya que el modelo
matematico describe la interaccién dindmica entre el tumor y
las células inmunes. Los resultados esperados de este trabajo
radican en la importancia del método matematico aplicado en
modelos no lineales de cancer de pancreas; asimismo, se
presentan algunas simulaciones numéricas para la validacion
de los resultados.

Palabras clave—céncer, pancreas, modelo matemético no
lineal, LCCI.

Abstract

Pancreatic cancer is one of the deadliest types of cancer, as it
usually spreads quickly and can rarely be detected in its early
stage. Therefore, pancreatic cancer therapy is a challenging
task and proper prognosis or evaluation for pancreatic cancer
therapy is of critical importance. The nonlinear mathematical
model being studied incorporates pancreatic cancer cells,
pancreatic stellate cells, three main classes of immune
effector cells, CD8 T cells, natural killer cells, T helper cells
and two main classes of cytokines: interleukin-2 (IL- 2) and
interferon-y (IFN-y). The contribution of this research work
focuses on applying a mathematical tool to interpret
biological behavior in a period through necessary or
sufficient conditions, this being the method of Localization of
compact invariant sets (LCIS). The proposed localization
functions are related to the biological implications of the
model under study since the mathematical model describes the
dynamic interaction between the tumor and immune cells. The
expected results of this work lie in the importance of the
mathematical method applied in non-linear models of

pancreatic cancer; likewise, some numerical simulations are
presented to validate the results.

Keywords—cancer, pancreas, nonlinear mathematical
model, LCIS.

1. INTRODUCCION

El pancreas es un érgano glandular del sistema digestivo y
endocrino de los vertebrados. En los seres humanos, se
encuentra en la cavidad abdominal detras del estémago. Es
una glandula endocrina que produce varias hormonas
importantes, incluidas la insulina, el glucagén, Ila
somatostatina y el polipéptido pancreatico que circulan en la
sangre. El pancreas también es un 6rgano digestivo que
secreta jugo pancreatico que contiene enzimas digestivas que
ayudan a la digestion y la absorcion de nutrientes en el
intestino delgado.

Este padecimiento es la cuarta causa principal de muerte por
cancer en los Estados Unidos, ya que normalmente se
propaga rapidamente y rara vez se puede detectar en su etapa
inicial. Tiene un prondstico extremadamente malo, con una
tasa de supervivencia a un afio de aproximadamente el 25 %
y una tasa de supervivencia a cinco afios inferior al 5 % [1].
La mayoria de los tumores malignos se localizan en la parte
exocrina del pancreas y no presentan ningun sintoma o al
menos sintomas especificos en las primeras etapas por lo que,
se caracteriza por su deteccion tardia. En [2] se concluye que
el cancer de pancreas se caracteriza por su deteccion tardia
debido a la ausencia de sintomas en etapas tempranas,
crecimiento agresivo, infiltracion intensa en el tejido
adyacente, metastasis temprana, resistencia a la
quimioterapia y radioterapia, y una fuerte reaccion
desmoplasica. Este tipo de cancer rara vez se diagnostica en
personas menores de 40 afios, y la edad promedio de
diagnéstico es 71 afios. Como se establece en [3], los factores
de riesgo asociados con el cancer de pancreas incluyen el
tabaquismo, la obesidad, la diabetes y ciertas afecciones
genéticas raras que incluyen: neoplasia endocrina multiple
tipo 1y cncer de colon hereditario sin poliposis, entre otros.

Debido al alto costo de la exploracién y evaluacion de los
métodos de terapia contra el cancer, el modelado matematico
del sistema inmunoldgico se considera una herramienta
potencialmente poderosa en el desarrollo de regimenes de
tratamiento mejorados y la prediccion de la progresion de la
enfermedad [4]. En los dltimos afios se han desarrollado
diversos modelos matematicos para describir la interaccion
entre las células cancerosas y el sistema inmunol6gico, como
[5- 7]. En particular, en [1] desarrollan un modelo
matematico para el crecimiento y los tratamientos del cancer
de pancreas, que se utiliza para explicar cualitativamente una
variedad de datos clinicos biomédicos. Sin embargo, hasta
donde se sabe, no se ha desarrollado ningin modelo
matematico para predecir la supervivencia general de los
pacientes con cancer de pancreas que reciben quimioterapia
0 inmunoterapia u otros tratamientos basados en datos
clinicos. La supervivencia general (SG) es un término
estadistico que se refiere al porcentaje de personas de un
grupo que estan vivas después de un periodo de tiempo
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definido. A menudo se utiliza para estimar el pronéstico del
paciente. Si hay un ligero aumento en la supervivencia, se
puede considerar como evidencia de un beneficio clinico
significativo. De manera similar, la mediana de supervivencia
general también se usa comUnmente para expresar las tasas de
supervivencia, que es la cantidad de tiempo después del cual
el 50% de los pacientes han muerto y el 50% ha sobrevivido.

A través de la formulacion matematica del cancer pancreatico,
se busca comprender la complejidad de su dindmica y
aprovechar dicho conocimiento para identificar posibles
terapias que permitan controlar y tratar la enfermedad. Existen
diversos modelos matematicos que se centran en la relacion
entre la glucosa y la insulina, siendo estos los mas
convenientes para su analisis. Para abordar estos modelos
dinamicos no lineales, se emplean varios métodos, entre los
cuales se encuentra la Localizacion de Conjuntos Compactos
Invariantes (LCCI), un enfoque que proporciona una
comprension a largo plazo de la dindmica del sistema. La
aplicacion de técnicas como el método directo de Lyapunov y
la LCCI se introdujo en un trabajo previo [8] y se perfecciond
en una publicacion subsiguiente [9], lo que ha permitido
profundizar en la comprension de las dindmicas de los
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos
métodos han demostrado ser Utiles en el analisis de modelos
matematicos bioldgicos, siendo aplicados recientemente a
diversos sistemas bioldgicos [10].

En este trabajo de investigacion se organiza de la siguiente
manera, en la seccion 2 se presentan los preliminares
matematicos y se describe el modelo matematico a analizar;
asi mismo, se aplica el método LCCI. Posteriormente en la
seccion 3 se evidencia los pasos para el desarrollo. En la 4ta
seccion se describen las conclusiones, y trabajo a futuro.
Finalmente, en la Ultima seccion se encuentran las referencias
bibliogréficas.

2. MODELO MATEMATICO
2.1 Preliminares matematicos

El analisis matematico de un modelo no lineal puede ser
complejo y depende del tipo de ecuaciones diferenciales
utilizadas. En este caso, se analiza un modelo no lineal
descrito mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, donde el método LCCI se utiliza con base a los
siguientes teoremas [9]:

Teorema 1. Cada conjunto compacto invariante I' de x =
F (x) esta contenido en el conjunto de localizacion
K(h) = {hinf < h(X) < hsup}-

Teorema 2. Considere h,,(x), m = 0,1,2, ... una secuencia
de funciones C*. Los conjuntos
Ko = K(ho), Ky = Km—1 N Ky, m > 0,
Con
Km—l,m = {xlhm,inf < hp(x) < hm,sup}:

3 sup

hm,sup = S(hy) N Km—lhm(x)'
_ inf

hm,l’nf - S(hm) N Km_lhm(x)'

contienen todos los conjuntos compactos invariantes del
sistema 'y

Kgp=2K1=2-2 Km D....

Sea h(x) € C®R™ una funcién tal que hno es la primera
integral de x = F(x), es decir, que su primera derivada sea
distinta de cero. Por lo tanto, sea funcion h es una funcion
localizadora formada por las variables del sistema. El
objetivo al proponer una funcién localizadora es definir los
supremos de cada una de las variables mediante
desigualdades. Por S(h) se denota el conjunto {x €
R"|Lph(x) = 0}, donde Lph(x) es la derivada Lie con
respecto a F. Para el analisis se define

hing = inf{h(x)|x € S(h)};
hsyp = sup{h(x)|x € S(h)};

si y sélo si, se considera el sistema no lineal expresado de la
forma

x =F(x) D
donde x € R", F(x) = F(Fy(x), ..., Fn(x))T es un campo
vectorial diferenciable.

2.2 Modelo matematico no lineal

El modelo en estudio se reporta en [11], este describe la
interaccion dindmica entre el tumor y las células inmunes; se
enfoca en el tejido cercano al sitio del tumor y asumimos una
poblacion de células tumorales homogénea. De manera
similar a [12,13], los supuestos biolégicos especificos se
presentan primero de la siguiente manera:

(1) Las células cancerosas crecen logisticamente en ausencia
de una respuesta inmune.

(2) Tanto las células NK como las células T CD8 son capaces
de matar células cancerosas.

(3) Tanto las células NK como las células T CD8 son
activadas por las células cancerosas.

(4) Tanto las células NK como las células T CD8
eventualmente se inactivan después de cierto ndmero de
interacciones con células tumorales.

El modelo describe la interaccion dindmica entre el tumor y
las células inmunes. Denote las poblaciones celulares y las
concentraciones de citocinas de la siguiente manera:

e C(t), poblacidn de células de cancer de pancreas (PCC).
e P(t), poblacion de células estrelladas pancreéticas (PSC).
e T(t), poblacidon de células T CDS.

e N(t), poblacion de células NK.

e H(t), poblacidn de células T colaboradoras.
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El interés en este trabajo impacta en comprender la fisiologia
del cancer de pancreas para posteriormente predecir sobre su
comportamiento, mediante algin modelo matemético. El
modelo matemético que se analiza matematicamente se
describe a continuacion:

(T/C)!
s+ (T/C)!

)P(l —b,P) — 4,P, (3)

C(t) = (ac + pP)C(1 = b.C) — c.NC —d,

o £,C
P(t) = (ap +#p T C

¢ (2

T(t) = a, — b,T— ¢, TC— d,T? + e,NC +

fi (ﬁT +hay +ﬁH)T
+ T2 T2 T2

) 4)
h, + (ﬁT +By +ﬁH)
T2 (%) T2

p,HN

N(E) = @y — byN — c,NC + —2—
g9, L+H

a B2 Y2
fn(ET+EN+5H)N

2 2 )2

p,H*
71

'gha_1+H

a B2 Y2
fh(T—2T+EN +T—2H)H

H() = ap — byH — c,H* +

+ (6)

Gr By Yay)
hh+(T2T+T2N+T2H)

Este modelo matematico es un reto de analizar debido a que,
como se menciona en [1], el crecimiento del céancer de
pancreas implica mdultiples escalas de tiempo. En
comparacion con las células cancerosas y las células T, la
secrecién y descomposicion de las citocinas se produce en un
plazo de tiempo muy corto. Por lo tanto, para comprender
claramente la dinamica del crecimiento del cancer,
simplificamos el modelo utilizando aproximaciones de estado
casi estacionario para las concentraciones de citoquinas, ver
Figura 1.

La descripcidn de los pardmetros se presentan en [11], los
cuales se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1. Valores de parametros para el modelo de Xuefang Li &

Jiang-Xin Xu.
Pardmetro Unidad Valor

a, day! 1.95 X 1072
b, cell™? 1.02 x 10711
e (cell - day)~? 1.5x 10712
d, (cell - day)~! 5x1073
U (cell - day)™? 0.1a.b,

1 2/3
S 1 0.3

a, day™?! 0.1a,
b, cell™ 1.7857 x 10~
fy day™?! 0.125
Hy cell 5.6 x 107
Ay day™? 0.015
a, cell - day™? 3.5 x 103
b, day™? 2x1072
c; (cell - day)~? 3.42 x 10712
d, (cell - day)~! 3x10710
e, (cell - day)~? 5x 10712
Ds day™?! 0.125
g: ng mi™? 0.3
fe day™?! 0.125
h, ng mi~? 0.3
a, cell - day™?! 1.3 x 10°
b, day™?! 1.5 x 1072
Cp (cell - day)~? 1x 10713
Pn day™?! 0.125
n ng ml™! 0.3
fa day™?! 0.125
h, ng ml~! 0.3
ay cell - day™?! 9.6 x 1073
by, day™! 1.2 x 1073
ch (cell - day)~? 5x 10711
P day~?! 0.125
Jn ng ml~? 0.3
fa day™?! 0.125
hy, ng ml™?! 0.3
T, /04 cellming™ 2.2483 x 101
a, /T, ng ml~! cell™! 44691 x 10713
B./T, ngml~! cell™? 44691 x 10713
Y2/T, ng ml™! cell™? 44691 x 10713
10"
C(t
100 Pgt;
T(t)
Z N(t)
E H(t)
8
=
8
=
3 =
10° : : :
200 400 600 800

Tiempo [dias]

H(0) = 1.8816E9

Figura 1. Sistema de ecuaciones (2)-(6) con condiciones iniciales
€(0) = 1E9,P(0) = 5.6E6 ,T(0) = 7E8, N(0) = 3.528E8 y
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3. ANALISIS MATEMATICO

En esta seccion se procede con el desarrollo matematico para
calcular el dominio de atraccion que contiene todos los
conjuntos compactos invariantes del sistema de ecuaciones
representados por (2)-(6). Los dominios obtenidos se definen
mediante desigualdades que dependen de los parametros del
sistema en conjunto con la proposicion de funciones
localizadoras.

A continuacién, se procede a aplicar el método de LCCI, para
ello se puntualiza las siguientes etapas:

Etapa I. Se determina una funcién localizadora mediante la
proposicion h, con el objetivo de encontrar una constante que
permita definir un valor maximo
hy = C. @)
Etapa Il. Posteriormente, se aplica la derivada de Lie a la
funcion propuesta, la cual implica ser una derivada parcial
para cada variable de h;.
Lehy = C. (8)
Etapa Ill. Se establece el conjunto S(h,) a partir de la
derivada de Lie, como se muestra S(h;) = {Lsh, = 0}. Para
posteriormente tener a la funcion localizadora restringida con
el dominio S(h,), como se muestra a continuacion
S(hy) = {Lhy = 0} = {C = 0}. 9)
Etapa IV. A continuacion se restringe a la funcién h,
mediante la ecuacion (9) como se muestra
hylseny)- (10)
Para obtener un valor constante supremo para la ecuacion
(10), se debe establecer condiciones para cancelar términos
negativos. Es importante destacar que el modelo biolégico se
encuentra en el ortante positivo, es decir, que todas las
variables se encuentran en el dominio positivo Gnicamente. La
condicion presentada en la ecuacion (10) cancela las
constantes negativas y por lo tanto al descartar las variables
de estado negativas cuando el término constante es negativo,
quedando el término constante positivo, como se muestra a
continuacién, definiendo un méximo valor.

1
hilsny) < Cmax:= b (11

c
Etapa V. Posteriormente, se define al conjunto de
localizacion K, en términos de la funcion h,; queda denotado
por

1
K, = {C < h1|5(h1) = b_} (12)
c

Etapa VI. Ahora, se procede a determinar la variable de
estado restante proponiendo una funcion localizadora h,
h, = P. (16)
Etapa VII. Aplicando nuevamente la derivada de Lie, que es
la derivada parcial para cada variable de h,.
Leh, = P. 17)
Etapa VIII. Se define el conjunto S(h,) a partir de Leh,,
como se muestra S(h,) = {Lsh, = 0}.

Etapa IX. Posteriormente, se define al conjunto de
localizacion K, en términos de la funcién h;.
1
aCKZ = {P < h2|5(h2) < Pméx: = b_} (18)
p
Etapa X. Ahora, se define al conjunto de localizacion K5 en
términos de la funcion h;.
hy =N. 19)
Etapa XI. Aplicando nuevamente la derivada de Lie, que es
la derivada parcial para cada variable de h;. Se define al

conjunto de localizacién K; mediante el teorema iterativo.
a
KsNK, = {N > hslsqny) = 7"} (20)

bn + CnCméx
Etapa XIl. Consecuentemente, se propone la funcion
localizadora h, = H, donde el conjunto S(h,) = {L;h, = 0}.
Permite definir al conjunto de localizacién K, mediante la
siguiente expresion:
by, _ bh}

R 1)

Etapa XIII. Finalmente, se propone la funcién localizadora

hs =T, donde el conjunto S(hs) = {Lshs = 0}. Permite

definir al conjunto de localizacion K mediante el teorema

iterativo con K;. Siendo la siguiente expresion:

(bt + CtCmax) T (bt + CtCmax)
2d, 2d,

KsnKlz{Tz— } (22)

Sin embargo, es importante destacar que, en este trabajo, se
asume que las celulas NK o las células T CD8+ se inactivaran
después de algunos encuentros con células cancerosas y las
tasas de inactivacion estan representadas por —c,NC 0
—c;TC, respectivamente. Por ejemplo, en (5), cuantos
mayores sean las variables N y C, mas fuerte sera la
interaccion entre el tumor y las células NK y mas células NK
seran. Inactivado. En este caso, la inactivacion se produce
mediante al menos tres tipos de eventos biolégicos, a saber,
(2) las células NK se tifien o se agotan después de atacar las
células tumorales, (3) las células NK son desactivadas por
puntos de control inmunolégico, como los ligandos de muerte
programada 1 que se inducen en las células tumorales (4) Las
células NK se suprimen en un microambiente tumoral hostil
que esta lleno de células T regulares, células supresoras
derivadas de mieloides y asociadas a tumores. Células de
macro6fagos, asi como citocinas como IL-10, TGF-B. En el
En el tercer escenario, es posible que NK no encuentre
directamente células tumorales, sino que esté fuertemente
inhibida por el entorno con una gran cantidad de células
tumorales. Estas suposiciones y expresiones matematicas son
ampliamente.
En el caso de considerar a la variable de estado descrita por
la poblacion TGF-p como se muestra a continuacion,
Tp(t) = azP + BsC — 13T (23)
Donde a3 y B3, representan coeficientes relacionados a tasas
de produccién; siendo 75 una tasa de degradacion. Por lo
tanto, el aplicar el método LCCI, se define al conjunto de
localizacion K, mediante el teorema iterativo con K; y K.
as B3
KeNK,NK, = {Tﬁ > gpma'x + ngéx} (24)
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Como resultado, se interpreta que las citocinas son producidas
por las células correspondientes a un ritmo constante y que
sufren una descomposicion natural a un ritmo constante.

Teorema 1. Aplicando funciones de localizacion propuestas
por las variables del sistema en las ecuaciones (2)-(6), se logra
establecer el dominio de interés mediante el conjunto K =
{KuNK,NK;NK, NK:}, donde K = Cpsx N Prsx N
anm Tnlm nHméx . La region de localizacion se satisface
bajo la restriccion de R3,. Dado que R}, = (C(t) =
0,P(t) =0,T(t) =0,N(t) =0,H(t) = 0).

Analisis comparativo con el modelo no lineal [14]

En este apartado estudiamos varios tipos de dinamicas finales
para el modelo de cancer de pancreas de 5 dimensiones sin
tratamiento. Este modelo ha sido creado por Hu et al. y
describe las interacciones entre las células de cancer de
pancreas (PCC); células estrelladas pancreaticas (PSC);
células inmunes y dos tipos de citocinas, promotoras de
tumores y supresoras de tumores. Utilizando iterativamente el
teorema de localizacion de conjuntos invariantes compactos,
derivamos limites superiores dltimos para todas las
poblaciones de células y establecemos la propiedad de la
existencia del conjunto de atraccién. A continuacion,
encontramos varias condiciones bajo las cuales nuestro
sistema demuestra varios tipos de dinamica de convergencia.
El modelo se describe a continuacion:

C(t) = P)C(1 — b,C 0,7 25
(t)—(r1+31)(—1)—m, (25)
. w
P = (rz + kfzw)p@ —b,P) — 1P, (26)
T(t) = BTV T 27
) = ks T V) (3 + W) — Uzl + 13, (27)
, B,CT r,CP
W(t)=k4+c_”‘*w+m4+v’ (28)
Vi) = 5T 14 29
(f)—k5+c—#5- (29)
Donde

e C(t), poblacion de células de cancer de pancreas (PCC).

e P(t), poblacion de células estrelladas pancreaticas (PSC).

e T(t), poblacion de células T CD8 y células NK.

e W(t), es la densidad de citocinas promotoras de tumores,
incluidas TGF-p e IL-6.

e V(t), es la densidad de citocinas supresoras de tumores,
incluido IFN-y e IL-2.

Los valores de los pardmetros para este modelo se enlistan en
la Tabla 2.

Tabla 2. Pardmetros del modelo representado por (25)-(29).

Pardmetro Unidad Valor
o day! 1.95 X 1072
by cell™? 1.02 x 10711
b1 (cell - day)™? 1.95 x 1.7857
x 10712

my pg -ml™?! 108
8, pg - ml~tcell™? 0.96
~day~!

T, day™* 1.95x 1073

B, day~?! 0.125

k, pg -ml™?! 5.6 x 1010

b, cell 1.7857 x 10~°

Uy day™! 0.015

B pg -ml™!-day™! 1.245 x 10?

k4 pg -ml™! 2 x 10%°

my pg -ml™?! 10°

73 cell - day™ 3.5 x 108

Us day! 2x107?

B pg -ml™1-cell™® 5.85
~day™!

k, cell 10°

Uy day™* 3.4 x 1072

Ty pg? -ml=? - cell™ 1.25 x 10*
~day™!

m, pg -ml™! 8.9 x 101°

Bs pg -ml™1-cell™ 7.3
~day™?

ke cell 10°

Us day™! 3.4 x 1072

Asi mismo, al aplicar el método LCCI se observa que existe
plano invariante para C en la ecuacion (25) cuando difiere de
la ecuacion (2), asi como P en la ecuacion (26) a diferencia
de (3). En la Tabla 3, se presenta los resultados directos por
aplicar el método LCCI.

Tabla 3. Proposicion de funciones localizadoras sin consideracion
del plano invariante en Cy P.

Funcién Conjunto de Localizacion
Localizadora
h,=C 1
7 K; = {C < Wlsay) = b_}
1
hg =P 1

heg=T I'3
9 Ky =T = h9|S(h9) 3}
hy =W Ky = {W > l(ﬁ4cmémeéx)}
Hy k4 + Cmin
h11 =V Ky, = {V < l(ﬂscma’meéx)}
Us k5 + le’n

Como resultado de los anélisis matematicos, se concluye el
siguiente teorema:

Teorema 2. Aplicando funciones de localizacion propuestas
por las variables del sistema en las ecuaciones (25)-(29), se
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logra establecer el dominio de interés mediante el conjunto
K = {K7 n Ks n Kg n K10 n KII}’ donde K= Cméx n Pméx n
! L n Vi - La region de localizacion se satisface

n

Tmax Winax
bajo la restriccion de R3,. Dado que R}, = (C(t) =
0,P(t) =0, T(t) =0,W(t) =0,V(t) = 0).

Es importante destacar que, considerando su plano invariante,
el sistema no lineal carece de comportamiento no lineal, por
lo que aplicando analisis lineal se resuelve de manera directa.

3.1 Simulaciones

A continuacién, se simula la dindmica para el conjunto de
ecuaciones (25)-(29) como se muestra en la Figura 2. La
validacion de los resultados obtenidos se realizard mediante
una simulacién computacional basada en MatLab, en
particular se aplica la funcion ODE45 el cual aplica la
aproximacion numérica Runge-Kutta de cuarto y quinto
orden.
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Figura 2. Sistema de ecuaciones (25)-(29) considerando las
condiciones iniciales C(0) = 1E9,P(0) = 5.6E6,
T(0) =13E8, W(0) =5E4 y V(0) = 9.4.

El andlisis de estabilidad relacionados a los puntos de
equilibrio se puede consultar en [11], para el conjunto de
ecuaciones (2)-(6); asi mismo, en [14] se puede consultar para
el conjunto de ecuaciones (25)-(29). Es importante destacar
que ambos trabajos utilizan modelos matematicos para
abordar el cancer pancreatico, pero en [14] adopta un enfoque
mas detallado con un modelo 5D; mientras que, en [11] se
centra en la inmunoterapia y presenta un modelo de
prondstico. Adicionalmente, en [14] se podria incorporar
avances mas recientes en la comprension del cancer
pancreatico.

A modo de comparacién, en la Figura 3 se muestra el
crecimiento de PCC de ambos modelos. Pese a la diferencia
en el crecimiento inicial, ambos modelos presentan un

comportamiento logistico acotado pese a tener enfoques
distintos.
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Figura 3. Comparacion de C(t) de ambos modelos no lineales.

En general, ambos trabajos contribuyen al campo de
modelado matematico del cancer pancreatico, sin embargo,
se centran en aspectos diferentes de la enfermedad y utilizan
enfoques distintos para abordar sus respectivos objetivos. Por
lo que el método LCCI evidencia que las adecuaciones con
las que el modelado matematico de cancer de pancreas
relaciona un plano invariante implica que, su analisis
matemético se aproxima al de un comportamiento
matematico lineal. Es por ello que la contribucion de este
trabajo es evidenciar el aspecto complejo de las
biomateméticas al proponer un predmbulo matematico para
su andlisis no lineal.

4. CONCLUSIONES

En este articulo examinamos la dindmica global de las
ecuaciones estructurales que describen el modelo de cancer
de pancreas derivado en un entorno donde no se utiliza la
inmunoterapia. Estas ecuaciones son simplificadas en [11] y
se comparan con [14], considerando los pardmetros iniciales
en [15]. En este trabajo, se centra en estudios de la dindmica
Gltima de estas ecuaciones, que son importantes para predecir
la salud del paciente. En particular, describimos los rangos de
valores de los pardmetros del modelo en los que el sistema
inmunologico intacto puede desempefiar con éxito su papel
de tumor.

Estas ecuaciones se emplean en [15] para introducir modelos
mas complejos que contienen términos correspondientes a la
aplicacion de diferentes tipos de tratamientos. Utilizando una
exploracién numérica, los autores del trabajo [15] llevaron a
cabo un analisis de la sensibilidad local de los parametros y
un analisis comparativo de los resultados de los efectos de
varios tipos de inmunoterapia en los PCC. El proposito y la
novedad de este articulo consiste en la investigacion analitica
de la dinamica Ultima de las estructuras.
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Tomando como base la Ecuacion (1), que se basa en el método
de LCCI y su version iterativa [8,9], permite obtener una
secuencia de politopos anidados que encierran y se acercan al
conjunto de atraccion con el procedimiento computacional de
localizacion y describen asi su posicién cada vez con mayor
precision.

Vale la pena recordar que, muchos articulos se dedicaron al
andlisis basado en el método LCCI de diversos modelos de
crecimiento del cancer bajo diferentes tipos de tratamiento,
[16]. Ademas, los procedimientos iterativos para calcular
limites de localizacién mejorados para poblaciones celulares
y para determinar las condiciones de erradicacién del cancer
se describieron previamente en detalle en [17]. Observamos
que las ecuaciones de dindmica en el articulo [1] no son
lipschitzianos en el plano libre de PCC y la propiedad de
unicidad de una solucién se pierde en este plano. Para
cualquier condicion inicial en este plano, una de las
trayectorias posibles es repelida hacia adentro del orante
positivo, mientras que otra trayectoria con la misma condicién
inicial permanece en el plano libre de PCC y, por lo tanto, este
modelo no describe la dinamica del crecimiento de muy
pequefios. tumores. Por el contrario, el sistema de ecuaciones
(25)-(29) posee la propiedad de unicidad de una solucion en
el ortante no negativo. El proceso de autocuracion del sistema
inmunoldgico intacto contra el desarrollo de tumores se lleva
a cabo mediante mecanismos de inmuno-vigilancia [18]. Por
lo tanto, los estudios de la dindmica de los tumores muy
pequefios, incluido el problema de encontrar las condiciones
para su autocuracion en ausencia de tratamiento, son
matematica y biol6gicamente importantes.

4.1 Observaciones generales

Este trabajo de investigacion tiene participacion y
colaboracion con el proyecto de investigaciéon cientifica
titulado ~ Andlisis biomatematico aplicado en modelos no
lineales  relacionados con la  Diabetes Mellitus
Insulinodependiente’, el cual esté registrado en TecNM. Asi
mismo se participa con el Cuerpo Académico ITTIJ-CA-11.
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