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Resumen

En este articulo se presenta la metodologia de disefio de un
oscilador cadtico basado en un memristor y emulado en una
tarjeta de FPGA. Ademas, se detallan los métodos numéricos
de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) y Runge-Kutta de
orden fraccional explicito (EFORK) para darle solucion a
estos sistemas de ecuaciones dinamicos. Finalmente, se
simulé un oscilador cadtico de orden entero y fraccional
utilizando IOMR y FOMR en Simulink, con el blockset de
Vitis Model Composer, para emular su funcionamiento en una
tagjeta de desarrollo  Artix-7 AC701 de Xilinx.
Posteriormente, se genera el codigo VHDL del sistema
disefiado y se obtiene el reporte de los recursos empleados por
el oscilador cadtico usando el programa Vivado.

Palabras clave— Caos, FPGA, Memristor, Matlab,
Multisim, Orden fraccional.

Abstract

This article presents the design methodology of a chaotic
oscillator based on a memristor and implemented on an
FPGA board. Therefore, first of all it is necessary to address
the topics of fractional calculus and the systems of fractional
differential equations, the memristor and the chaotic
oscillator circuit mathematical models. In addition, the
numerical methods of fourth-order Runge-Kutta (RK4) and
explicit fractional order Runge-Kutta (EFORK) are detailed
to provide a solution to these systems of dynamical equations.
Finally, a chaotic integer and fractional order oscillator were
simulated using IOMR and FOMR in Simulink using the Vitis
Model Composer blockset for emulating its operation on a
Xilinx Artix-7 AC701 development board. Subsequently, the
VHDL code of the designed system is generated and the report
of the resources used by the chaotic oscillator are obtained
using the Vivado program.

Keywords— Chaos, FPGA, Fractional order, Memristor,
Matlab, Multisim.

1. INTRODUCCION

En 1971, Leon O. Chua propuso la existencia de un cuarto
elemento basico en circuitos, y fue llamado memristor, una
combinacion de memoria y resistor, que era tan basico como
los otros tres elementos, resistor, inductor y capacitor. Resalta

que su propiedad mas importante es su pasividad que brinda
las bases para su realizacion fisica, también muestra como se
realizd el memristor con circuitos activos y presentd una
interpretacion del campo electromagnético que caracteriza el
memristor. Ademas menciona aplicaciones del memristor
como modelado de dispositivos y procesamiento de sefiales
[1]. Fue hasta 2008 cuando se mostr6, usando un ejemplo
analitico, que la memresistencia surge naturalmente en
sistemas a nanoescala en los cuales el transporte i6nico y de
electrones en estado sélido estan acoplados bajo una fuente
de voltaje externa. Estos resultados sirven como los
fundamentos para entender el amplio rango del
comportamiento histerético entre corriente-voltaje observado
en varios dispositivos electronicos a nanoescala [2]. Los
sistemas cadticos son osciladores aperiddicos no lineales que
presentan sensibilidad a las condiciones iniciales. En 1963,
Edward N. Lorenz desarroll6 el primer sistema de ecuaciones
diferenciales de tercer orden que presentaba una dinamica
cadtica. El se dio cuenta que cualquier variacién en las
condiciones iniciales afectaba las condiciones finales.
Posteriormente, en 1979, Otto Rossler propone el primer
sistema hipercaotico. Este sistema consiste en una ecuacion
diferencial de cuarto orden. A diferencia de los sistemas
cadticos, este tipo de sistemas presentan un comportamiento
mas complejo, es decir, tiene un atractor mas complejo [3].

La elaboracion de este trabajo de investigacion facilitara el
analisis del memristor en sistemas caodticos dentro de los
centros de investigacion, donde el software Matlab es de los
mas usados. Por lo tanto, esto llevara a la aplicacion del
memristor en conjunto con la teoria del caos a distintas ramas
de la ingenieria con mayor facilidad. Por ejemplo, en el
procesamiento de sefiales ya sea como transmision de datos o
encriptacion de estas mismas.

Este articulo estda organizado de la siguiente manera, la
seccion 2 contiene la teoria relevante, como métodos
numéricos, calculo fraccional, memristores y osciladores
cadticos. En la seccion 3 se muestran los resultados obtenidos
con los osciladores caoticos IOMR y FOMR y el consumo de
recursos del FPGA Artix-7 AC701 de Xilinx. Por Gltimo, en
la seccion 4 se presentan las conclusiones.

2. MARCO TEORICO

Esta seccion explica las bases tedricas de célculo fraccional,
los métodos numéricos de Runge-Kutta de cuarto orden y
orden fraccional explicito, memristor y los sistemas cadticos.

2.1. Calculo fraccional

Es una rama del andlisis matematico que estudia la
posibilidad de tomar potencias reales del operador integral y
derivativo, dejando de limitar dichos operadores a un orden
de tipo entero. El primer paso es obtener una formula general
para resolver una integral de » grados, donde n es un numero
entero positivo, como lo muestra la ecuacion (1),
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¢ _ n-1
o= [0
0

Como se observa en la ecuacion (1), se requiere realizar una
operacion factorial, por eso Cauchy decidié sustituir dicha
funcién factorial por la funcion Gamma La funcion Gamma
(') permite utilizar la notacion factorial con nimeros reales y
complejos, siempre y cuando la parte real del nimero sea
positiva, como se observa en la ecuacion (2),

I'(z) = lim (M> n? (2)

noow \ (z +n)!

De esta forma Cauchy logré expresar de manera general una
integral de orden real o de orden fraccional (FO). En la
ecuacion (3) se observa la formula de Cauchy donde n fue
sustituida por a, representando asi un numero real entero [4],

1 t
DO = s f FO)(E - y)*dy 3)
0

Con los aportes de Cauchy fue posible calcular una integral de
OF, ahora el problema era obtener una derivada de OF. Como
se sabe, la operacion opuesta de una integral es una derivada,
en base a esto se desarroll6 el método de derivacion fraccional
de Riemann-Liouville, el cual consiste en obtener la derivada
fraccional de cualquier funcion, donde primero se debe
integrar fraccionariamente y después derivar enteramente. Por
ejemplo, si se desea obtener la derivada de grado %, primero
se debe obtener la integracion fraccional cuando o = %2 y
posteriormente, a dicho resultado se le aplica la operacion de
derivacion de grado 1. La derivacion fraccional de Riemann-
Liouville se expresa en la ecuacion (4),

(x — t)a—n+1 dt’

—oo<x <00 4)

g1 dm
b f(t)_[‘(n—a)dx”f

El problema con la derivada de Riemann-Liouville es que, al
realizar modelizaciones matematicas de fenémenos fisicos
reales por medio de ecuaciones diferenciales de FO, es
necesario trabajar con condiciones iniciales de FO, las cuales
no tienen una interpretacion fisica clara. Por ello el operador
diferencial de Caputo invierte el orden de la derivacion en la
definicion de Riemann-Liouville, es decir, primero se debe
realizar la derivada de grado entero y posteriormente se realiza
la integracion fraccional. De esta manera se utilizan las
condiciones iniciales derivadas de orden entero. En la
ecuacion (5) se observa el operador diferencial de Caputo,

DEf(t) = ;f(t — )1 (5)ds, t > a (5)
'n—a)

a

Ecuaciones diferenciales fraccionales (EDFs)

Las ecuaciones fraccionales diferenciales son modelos
matematicos que se representan en ecuaciones conteniendo
derivadas de orden arbitrario. Estas ecuaciones diferenciales
serian lineales o no lineales dependiendo de los términos
contenidos en la ecuacion y son las extensiones de ecuaciones
diferenciales ordinarias al dominio de ordenes reales [5]. Las
ecuaciones en la forma (6) con representacion de condicion
inicial en (7) son EDFs en el sentido Caputo.

Doy () = f(t,y(©)) (6)
DRy(t) = by, k =1,2,..n—1 @)

La solucion general del problema con valor inicial es dada
por la ecuacion (8),

bi 4
y(®) = 2 a) tat
i=1 1
I'(an)

+

[ €=oury@)ar ®
0

2.2. Método Runge-Kutta de cuarto orden

El método numérico Runge-Kutta fue desarrollado por los
matematicos alemanes Carl Runge y Martin Kutta en el siglo
XX. Laidea comenz6 con Carl en 1895 cuando en su articulo
cientifico desarrollaron un algoritmo con menos errores
basado en el método de Euler para analizar ecuaciones
diferenciales ordinarias numéricamente [6]. Desde entonces
este método ha ganado popularidad especialmente el método
de cuarto orden debido a su alta tasa de convergencia para
resolver problemas con valores iniciales con la forma de la
ecuacion (9) con condiciones iniciales como (10) definido en
el dominio uniformemente distante [x, 7] con tamafio de
paso i =x,—xy.;,donden=1,2, ... N.

dy
i ACR)) €)
y(x0) = Yo (10)

La forma generalizada de s-etapas del método Runge-Kutta
es definida en [7] por las ecuaciones (11) y (12),

ky = f(x0,¥0)
ky, = f(xo + chyo + h(a21k1))
ks = f(xo + csh, yo + h(ag k, + agzkz)) 11

ks = f (xo + Csh' Yo + h(aslkl + -+ as,s—lks—l))
Y1 = Yo + h(biky + -+ bsky)

donde s es un entero, az;, ass, as, ..., as, as.1, by, by, ci, ..., s
son coeficientes reales y la ecuacion (12) se satisface,
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i—

¢ = Z a (12)

Jj=0

El método Runge-Kutta de cuarto orden esta dado por el
algoritmo de la ecuacion (13),

KI = hf(xnr yn)

K2 = hf <Xn +E,yn +7)
K, = hf (xn TR 7) (13)
K, = hf (x, + h, y,+K3)

1
Yn+1 =Yn t E(KI + 2K; + 2K3 + K,)

Cabe notar que el algoritmo (13) se aplica para sistemas
dindmicos lineales y no lineales usando los mismos pasos.

2.3. Método Runge-Kutta de orden fraccional explicito

Considerando el problema de valor inicial definido por la
derivada fraccional de Caputo en la ecuacion (14),

{D“y(t) =f(t,y®), y€ltoyT] (14
y(to) = ¥o

con 0 <a<1,ydonde y) €[ty T], f(ty() €[ts, T]| xRy ty
es el punto base de la derivada fraccional. Sea ¢, =ty + nh para
n=20,1, .. N" donde h = (T—ty))/N" es el tamafio de pasoy
N es un entero positivo. Un EFORK de s-etapas es definido
por las ecuaciones (15) y (16),

Ky =hf(t,y)
K, = h*f(t + c,h, y + a1 Ky)
K3 = h*f(t + c3h,y + az, K, + asz,K,)  (15)

Ky = hef(t + csh, ag Ky + ag, Ky + ++ + ags_1Ko_1)
con

s
Yn+1 = Vn Z weK; (16)
t=1

donde los coeficientes desconocidos a; parai =2, ..., s, j = I,
..., i-1 y los pesos desconocidos ¢; parai =2, ..., s y w; para i
=1, ..., s deben determinarse [8]. En este articulo, el EFORK
de orden 2a de la ecuacién (17) con los coeficientes y pesos
optimos de la ecuacion (18) es usado como aproximacion
numérica de sistemas dinamicos de orden fraccional,

K1 = haf(t' Y)
K, = h®f(t + c;h, y + a1 K;) 17)
Yn+1 = Yn + W1 K1 + WK,

Cz:(Mf,am __* ag

con

rGa + 1) “TGa+1)

4 Ar@Ga+1)  4TBa+1)
T Ta+1D) 4rQa+1'"2 " ar2a+ 1)

donde el método EFORK es apto para sistemas dinamicos de
orden fraccional lineales y no lineales de orden arbitrario a.

2.4. Memristor

La memristencia se refiere al comportamiento similar a
resistencia que cambia en respuesta al historial de corriente o
voltaje. En el caso de un sistema memristivo controlado por
carga, la relacion ideal que gobierna la operacion del
dispositivo cuando un voltaje es aplicado a través de sus
terminales estd dada por la ecuacion (19),

U () = M(x, q, t)i(t) (19)
x=g(xq,t)

donde M es la memristencia que depende de la cantidad total
de carga eléctrica y la derivada del flujo ¢ con respecto a la
carga acumulada en el memristor, en la ecuacion (20),

d
M) = % 20)

El modelo matematico de un sistema memristivo se
generaliza a 6rdenes de valores arbitrarios usando calculo
fraccional [9]. Asi, el sistema memristivo controlado por
carga definido en (19) se reescribe como la ecuacion (21),

D%, () = M(x, q, t)i(t) (21)
x=g(xq,t)

Para un sistema memristivo controlado por voltaje, la
relacion matematica del sistema es la ecuacion (22),

i) =G(x,v,t)v(t) (22)
x=g(x,v,t)

donde G es la memductancia del sistema memristivo en el
tiempo ¢. El sistema memristivo controlado por voltaje, de la
misma forma que el controlado por carga, se generaliza a un
orden arbitrario de valores como describe la ecuacion (23),

D%, (t) = G(x, v, t)v(t) (23)
x=g(xvt)

2.4. Modelos universales de memelementos

Un modelo universal de memelementos fue propuesto en [10]
como muestra la Fig. 1, y se puede realizar tanto un
memristor, un memcapacitor y un meminductor. Este
emulador ofrece las ventajas de baja complejidad del circuito
y uso minimo de componentes pasivos. Utiliza tres
transportadores de corriente de segunda generacion de tipo
positivo (CCII+), un multiplicador andlogo (AM) y cinco
componentes pasivos para conexion a tierra.
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Fig. 1. Modelo universal de memelementos

iin(f) = @
L . ® v L Xz J o
- X

. X oV
- QN %‘3’ cenzp
- Y2

+ cen cciy
) LY i J_ kil pre v R,
ul R V2 g U3 U4

Fuente: Q. Zhao, C. Wang, y X. Zhang [10].

-

Los amplificadores operacionales AD844 y AD633 se usaron
para implementar las funciones de CCII+ y el multiplicador
analogo, respectivamente. Para lograr un memristor con el
emulador universal de la Fig. 1, los componentes Y; e Y>
requieren ser resistores Ry y R3, respectivamente. La relacion
v-i que describe el memristor esta dada por la ecuacion (24),

2

oR> Ry 24
R, lm(t)+m q@®)iy (1) (24)

Vi (t) =
En [11] se propone un modelo de tipo flotante para
memelementos de orden fraccional (FOME) como muestra la
Fig. 2. En este modelo se utilizd6 un capacitor de orden
fraccional (FOC) para proveer la operacion de orden integral
en el emulador. El modelo consta de cuatro amplificadores
operacionales AD844, los cuales funcionan como
transportadores de corriente y seguidores de voltaje, un
multiplicador analégico AD633, y tres componentes pasivos
adicionales, los cuales incluyen varias combinaciones de
capacitores, resistores, ¢ inductores dependiendo del
memelemento especifico bajo consideracion.

Fig. 2. Interfaz universal para memelementos de orden fraccional

ADE4A
1 AD844
E X 5 y z
= /= W

X U4

x z
yus—‘

Para realizar un memristor de orden fraccional (FOMR) del
FOME en la Fig. 2 el elemento electronico P; y P; requieren
sustituirse por resistores R; y R3, respectivamente. La relacion
v-i que describe el FOMR esta dado por la ecuacion (25),

Fuente: Y. Li, etal. [11].

4B R,
s (£) = “vap(t) —

= — 25
V45 (8) 106051@231121 10RR (25)

Gm ® =

donde G(?) es la memconductancia del FOMR, i4z(?), v4g(?)
representan la corriente de entrada y voltaje de entrada,
respectivamente, J* es el operador de integral fraccional
descrito en la ecuacion (26), C, es el valor del FOC utilizado
en el disefo, V; es el puerto de voltaje de la terminal x, del

multiplicador AD633 utilizado, R;, R, R;3son resistores y o
es el valor de orden fraccional.

JF(E) = —— f ¢ - f@dr (26)

I'(a)
2.5. Oscilador caotico universal de memelementos

El circuito oscilador mostrado en la Fig. 3 es un circuito
oscilador dual de Chua modificado.

Fig. 3. Diagrama de circuito cadtico universal de memelementos
2 L

- Mem-
element

Fuente: Q. Zhao, C. Wang, y X. Zhang [10].

El circuito es de una conductancia negativa -G, dos
inductores L,, y L,, un resistor R, un capacitor C'y un modelo
de memelemento caracterizado por el voltaje en las
terminales vu(q). Al aplicar la ley de Kirchoff, el sistema
dinamico del circuito oscilador se deriva como la ecuacion
(27), donde iy, i, q y v. son variables de estado.

dil .
IEZUC_Rll_Um(Q)
dv, ) )
d—tC:lZ_Ll (27)
{ . .
Zdt 6 ¢
dq
il

Cuando el memelemento del circuito de la Fig. 3 es un
memristor y el voltaje en las terminales v,,(g) es sustituido
por el modelo descrito en la ecuacion (24) el sistema
dinamico en la ecuacion (27) se convierte en la ecuacion (28),

di, RoR,  Ry*R,
1~ eThth ( R, | 10RR;C, 1
dve | ,
CW =1l —lq (28)
di, I,
LG =6 v
dq .
Sy
dt

Al hacer una escala del dominio del tiempo en el sistema (28),
la representacion matematica se simplifica al sistema de la
ecuacion (29) usando ¢t = Ladz, x =i, y = ve, z = i2, w = g/L>,
y ajustando los pardmetros del sistema para a = L/L;, b =
Lz/C, Cc = R, k = ]/G, m = -RoRz/Rg, yn= Ro 2R2/R1R3C1,
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x =aly — cx — (m+ nw)x)

y =b(z—x) (29)
z=kz—-y
w=x

donde x, y, z, y w son los estados variables y a, b, ¢, K, my n
son valores constantes reales.

3. RESULTADOS

Una vez desarrollado el codigo de Matlab para los métodos
RK4 y EFORK, se disefian los osciladores cadticos para
IOMR y FOMR en Simulink usando bloques de la biblioteca
AMD Tools para una tarjeta Artix-7 AC701 de Xilinx y se
genera su c6digo VHDL.

3.1. Oscilador caotico en Matlab

Se uséd el modelo matematico de la ecuacion (29) con los
parametros a=2, b=1, ¢=0.2, k=0.92, m=-0.002, n=0.04, con
los valores iniciales xp=yo=zo=wp=0.01 y un paso de muestreo
h=0.01. Resolviendo con RK4 de la ecuacion (13) se obtienen
las oscilaciones de la Fig. 4a para los planos x-y, x-z, y-z, y-w.

Fig. 4. Oscilaciones cadticas en un circuito a) [OMR, b) FOMR.

XY IOMR - xZ

a)

XY ) ) FOMR ) ) xz

b)
Fuente: elaboracion propia a partir del sistema (29)

En el modelo FOMR se utilizd6 el mismo sistema de
ecuaciones, parametros y valores iniciales del IOMR,

aplicando el método EFORK de la ecuacion (17) con a =
0.999999 resultando en las oscilaciones de la Fig. 4b.

3.2. Oscilador cadtico de memristor en Simulink

Se diseii6 el circuito de la Fig. 5 dentro de Simulink, haciendo
uso de un bloque MCode para calcular valores del oscilador
entero con el método RK4 y para el oscilador fraccionario
utiliza el método EFORK. El sistema es retroalimentado y se
visualizan las graficas x-y, x-z, y-z, y-w en las salidas.

Fig. 5. Circuito caético usando AMD Toolbox.

]

wwwwwwww
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|
4
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Fuente: elaboracion propia a partir del sistema (29)

Después de simular el sistema se obtienen las graficas de las
Fig. 6ay Fig. 6b para los osciladores caotico de orden entero
(IOMR) y de orden fraccional (FOMR), respectivamente.

Fig. 6. Graficas x-y, x-z, y-z, y-w del oscilador a) IOMR, b) FOMR.

XY Plot XYPlat

XY Prot XY Plat

b)
Fuente: elaboracion propia a partir del sistema (29)
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3.3. Recursos en Artix-7

Para poder generar el codigo en VHDL, se deben poner los
bloques de Model Composer en un subsistema, con todo
dentro de un subsistema se genera el codigo de VHDL para
usarlo en Vivado. Al finalizar la implementacion del proyecto
dentro de Vivado se procede a abrir el reporte de potencia y
se obtiene la Fig. 7 donde se observa el consumo de potencia
por sus diferentes partes con un total de 6.817 W.

Fig. 7. Reporte de potencia en Vivado.
Power analysis fram Implemented netlist. Activity On-Chip Power
derived from constraints files, simulation files or
vectorless analysis, Dynamic: 6.662W (98%

Total On-Chip Power: 6.817W Clocks 0004 W (=1%
Design Power Budget: Not Specified Signals 3755W  (56%
Process: typica 8% Lagic 2156 W (32%
Power Budget Margin: NIA DSP: 0.567 W
Junction Temperature: 31.7°C 1o 0.180 W
Thermal Margin 47.3°C(25.0W)

Ambient Temperature, 250°C | Device Static: 0165 W

Effective 3JA 1.9°Cw

Power supplied to off-chip devices: 0W

Confidence level: Medium

Fuente: elaboracion propia.

También se abre el reporte de utilizacion que muestra la
cantidad y especificaciones de los recursos utilizados, esto
incluye celdas ldgicas, distribucion de celdas logicas,
memorias, DSP, especificaciones de I/O y GT, y el reloj. El
uso de los recursos mas relevantes se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Utilizacion de recursos en la tarjeta Artix-7 AC701

Recursos en . . %
Artix-7 AC701 | Usados | Disponibles |0 o6
Slice LUT 114703 133800 85.73

Slice Flip Flop 168 269200 0.06
Slices utilizados 33420 33450 99.91
Block RAM 0 365 0
BUFG 1 32 3.13
10 338 400 84.50
DSP 718 740 97.03

Fuente: elaboracion propia.
4. CONCLUSIONES

En este articulo se realiz6 la emulacion de un oscilador cadtico
de orden entero y de orden fraccional, disefiado en Simulink
utilizando el modelo matemdtico de un circuito oscilador
cadtico universal de memelementos aplicado a un memristor
de orden entero (IOMR) y a un memristor de orden fraccional
(FOMR). Como se esperaba, las graficas resultantes para los
planos X-Y, X-Z, Y-Z, y Y-W en Simulink tienen el mismo
comportamiento visto previamente en las simulaciones
realizadas en Matlab. Mientras que se tiene un alto consumo
de energia al estar operando con una potencia total de 6.817
W a una temperatura de 37.7°C en el chip con 25°C de
temperatura ambiente, de esta potencia 6.662 W (98%) esta
dedicada a lo dinamico y, dentro de lo dindmico, se emplean
3.755 W para las sefales. En cuanto a los recursos logicos
utilizados, el sistema completo emulado utiliza gran parte de

la memoria de la Artix-7, para el funcionamiento de ambos
osciladores. Los recursos mas utilizados son 114703 LUTs de
un total de 133800 abarcando un 85.73%, 33420 registros de
33450 (99.91%), 338 1/0 de 400 (84.50%) y 718 DSP de 740
(97.03%); mientras que los demas recursos tienen poco uso.
En cuanto a flip flop se usa 0.06%, BUFG usa 3.13% y block
RAM no se utiliza nada de los 365 disponibles. Esto muestra
el trabajo que necesita hacer el FPGA para realizar las
implementaciones internas que se hicieron en los programas
de Matlab, y Simulink, y obtener los mismos resultados en
ambos osciladores.
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