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Resumen

La principal contribucion de esta investigacion se basa en el
analisis matematico mediante la aplicacion del método de
localizaciéon de conjuntos compactos invariante para un
modelo matematico, que describe mediante un conjunto de
ecuaciones diferenciales de quinto orden, que representa un
esquema depredador-presa para la Diabetes Mellitus Tipo 1.
Se considera el dominio ortante positivo debido a las
implicaciones bioldgicas del modelo. El teorema iterativo se
aplica una vez que se propone un conjunto de funciones
racionales de localizacion considerando la variable asociada a
las células . La funcién primaria de estas células S es tratada
por los macréfagos activos como parte de la respuesta inmune.
Por esta razon, la diabetes se define como una enfermedad
autoinmune que afecta la tasa de mortalidad debido a la
destruccion de las células beta productoras de insulina en los
islotes de Langerhans. En este esquema, las células beta
representan la presa y los macrofagos con células T autoliticas
son el depredador. El analisis matematico del modelo que
considera planos invariantes conduce a condiciones en las que
se alcanza la capacidad de carga maxima para las células beta
antigénicas una vez que se realiza MHC-1. El método de
Lyapunov se aplica considerando dos planos invariantes para
obtener un dominio invariante positivo limitado (BPID). Se
presentan simulaciones, asi como implicaciones biologicas
derivadas del analisis matematico.

Palabras clave— Células p, Diabetes Mellitus Tipo 1,
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Abstract

TThe main contribution of this research is based on the
mathematical analysis by applying the Localization of
Compact Invariant Sets method for a mathematical model
which represents a predatory-prey scheme for diabetes Type
1 Mellitus. This mathematical model is described by a set of
differential equations of fifth-order. For biological
implications, only the positive orthant is considered. The
iterative theorem is applied once a set of rational location
functions related to the variable associated with beta cells is
proposed. The primary function of these beta cells is treated
by active macrophages as part of the immune response. For
this reason, diabetes is defined as an autoimmune disease that
affects the death rate due to the destruction of insulin-
producing beta cells in the islets of Langerhans. In this
scheme, beta cells represent prey and macrophages with
autolytic T cells are the predator. The mathematical analysis
of the model that considers invariant planes leads to

conditions in which the maximum load capacity for the
antigenic beta cells is reached once MHC-1 is performed. The
Lyapunov method is applied to two invariant planes to obtain
a limited positive invariant domain (BPID). Simulations are
presented, as well as biological implications derived from
mathematical analysis.

Keywords— B Cells, Type 1 Diabetes Mellitus (DM-1),
Localizing domain, mathematical modelling

1. INTRODUCCION

La diabetes es una enfermedad inmunoldgica caracterizada
por una elevada concentracion de azicar en sangre
(hiperglicemia) el cual es el resultado de la incapacidad del
cuerpo para producir o usar insulina; la diabetes pertenece al
grupo de Enfermedades No Transmisibles (ENT) en las
cuales, se ha reportado un aumento de nuevos casos, ademas
de la prevalencia de la enfermedad segun indica la
Organizacion Mundial de la Salud (WHO, por sus siglas en
inglés) [1]. La Diabetes Insulinodependiente o Diabetes
Mellitus Tipo-1 (DM-1), se produce en pacientes cuyo
pancreas presenta una destruccion autoinmune de las células
beta (células f8) encargadas de la produccién de insulina [2].

Para obtener informacion relevante a través de experimentos
y pruebas clinicas sobre el comportamiento a nivel celular
que tiene la diabetes, se requiere seguir protocolos y cuidados
rigurosos, por lo que una estrategia que se puede implementar
es el uso de un andlisis matematico de un modelo de la
dindmica de la DM-1 enfocado en las gammas celulares que
intervienen en la respuesta inmune [3]. El estudio realizado
por Freiesleben De Blacio [4], model6 la interaccion de los
macrofagos, antigenos y células beta en el que se demuestra
como el sistema puede volverse inestable provocando el
problema autoinmune que da paso a la diabetes. Este estudio
ha sido modificado por Maree y Kublik [5] para obtener un
estudio mas cuantitativo basado en los pardmetros de ratones
y los estudios cualitativos antes mencionados.

El modelizado matematico mediante EDO’s de primer orden
se ha convertido en una herramienta indispensable para el
estudio y analisis matematico derivado de una respuesta o
dinamica biologica compleja, adicionalmente, en la literatura
se ha reportado una comparacion entre el oscilador de Van
der Pol con la dinamica de la DMI1, evidenciando que el
modelo bioldgico es no lineal y es sensible a las condiciones
iniciales [6]. Este antecedente permite discernir una
estrategia para estudiar o analizar la DM1 mediante la
implementacion de técnicas de control no lineal. [7].

Recientemente, se ha aplicado el método de Localizacion de
Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI), el Método Directo
de Lyapunov, el Principio de Invariancia de LaSalle y otras
teorias de estabilidad para analizar la dindmica global de
modelos matematicos de sistemas bioldgicos compuestos por
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden [8-10].
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El presente articulo se organiza de la siguiente manera. En el
Capitulo 2 se presentan los preliminares matematicos del
método de LCCI, asi como el modelo que es caso de estudio.
Ademas, se presenta los resultados de la aplicacion del
método de LCCI al modelo estudiado. Finalmente, en el
Capitulo 3 se muestran las conclusiones de esta investigacion.

2. CONTENIDO

2.1. Preliminares matematicos
Considere un sistema dinamico de la forma
x = F(x), [1]

donde x € R", F(x) = F(Fl(x), ...,Fn(x))Tes un campo
vectorial diferenciable C*. Sea h(x) : R" = R una funcion
continuamente diferenciable C®. La funcion h es llamada
funcioén localizadora y se asume que no es la primera integral
F(x). Por S(h) se denota el conjunto {x € R™: Leh(x) = 0},
donde Leh(x)es la derivada Lie con respecto F (x). Ahora, se
define:

hing = inf{h(x):x € S(h)}, [2]
hsup = sup{h(x):x € S(h)}, (3]

Entonces, con base a lo anterior se establece el Teorema
General:

Teorema 1 (Teorema General, obtenido en [11]). Cada
conjunto compacto invariante I' de un sistema descrito en [1]
esta contenido en el dominio de localizacion

K(h) = {hins < h(x) < hgyp). [4]

Las funciones de localizacion se seleccionan mediante un
proceso heuristico, esto significa que uno puede necesitar
analizar varias funciones con el fin de encontrar un conjunto
adecuado que permita cumplir Teorema 1. Si se considera la
ubicacion de todos los compactos conjuntos invariantes
dentro del dominio U < R", se tiene el conjunto K(h) N U,
con K (h) definida en el Teorema 1. Es evidente que si todos
los conjuntos invariantes compactos se encuentran en los
conjuntos Q; y Q,, con Q;,Q, € R", entonces se ubican en
el conjunto Q; N @, también. Ademads, un refinamiento del
dominio de localizacion se realiza con la ayuda de Teorema
Iterativo, el cual establece:

Teorema 2 (Teorema Iterativo, obtenido en [11]). Sea
h,(x), ,m=12,.. una secuencia de funciones
diferenciables C*. Los conjuntos

K; = Kp,, [5]

K =Kn-1 N K1, m>1, [6]

con

Km—l,m = {x: hm,inf < hm(x) < hm,sup}: [7]

hm,sup = sup R (x), [8]
S(hm)NKm—1

hm,inf = inf hm (x): 9]

S(hm)NKm-1

contienen todos los conjuntos compactos invariantes del
sistema [1] y

K12K22"'2Km2... [10]

2.2. Modelo matematico

El modelo matematico que se analiza fue presentado por
Magombedze, Gesham, Polite Nduru, Claver P. Bhunu, y
Steady Mushayabasa en [3] y esta definido como sigue:

X1 =a+b+k)x, —cx; — gx;xs, [11]
Xy = gxix3 — kx,, [12]
X3 = lx, + qxsx, — mxs, [13]
X4 = S7 + SX2X4 — UTXy, [14]
X5 = Sp — X5X4 — [1pXs, [15]

donde x,(t) representa la dindmica entre macrofagos en
reposo, x,(t) representa los macrofagos activados, x(t)
representa las células antigénicas, x, (t) representa las células
T autoliticas y x5 (t) representa las células . Es importante
remarcar que la dinamica del sistema [11]-[15] esta
localizado en el ortante no negativo, dado por:

D= {(x11x21x3’x4—’ xS) € Ri} [16]

En la Tabla 1 se presenta la descripcion y los valores de cada
parametro del sistema de [1]-[5].

Tabla 1: Parametros del modelo matematico de la DM-1.

Parametro Definicion Valor Unidades

a Suministro de macréfagos 50 mm-dia’!
Suministro de macréfagos .

b . . g 0.3 Dia™!
inducidos
indice de muerte de A

c X 0.1 mm~dia
macrofagos
Tasa de consumo de antigeno | 65 x 107° Dia™!

k Desactivacion de macrofagos 0.23 Dia™!
Demanda de células beta 6 .

) 25x10 Dia

inducidas

Tasa de d icion d .
m asa' e es,composwwn e 0.025 Dia!
proteina de células beta

Demanda de células e 34501
q . . 2x10 mm~dia
autoliticas sobre células beta
Suministro de células S
St i, 20 mm~dia
autoliticas
Proliferacion de células T _ .1
s L 2x 1075 Dia
autoliticas
Ur Tasa de muerte de células T 0.02 Dia’!
S5 Suministro de células beta 20 mm-dia’!
g Tasa de muerte de células beta 0.02 Dia’!

Fuente: G. Magombedze, P. Nduru, C. P. Bhunu, S. Mushayabasa.
“Mathematical Modelling of Immune Regulation of Type 1
Diabetes", Biosystems, 102(2-3), pp. 88-98, 2010.
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2.3. Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes

En esta seccion se muestra el método de LCCI aplicado al
sistema [11]-[15] para definir su dominio de localizacion. Las
cotas obtenidas estdn expresadas por desigualdades en
términos de los pardmetros del sistema.

El sistema [1]-[5] posee un punto de equilibrio en

* ok Kk kX a ST HTSB
X1,%X5,%X3,%X4,%X5) = |=,0,0,— —) 17
( 142, 43,44 5) (C' ’ ’I'LT’QST“'#TNB ) [ ]

en el dominio R3,+, el cual es asintéticamente estable cuando
el sistema. La ausencia de coeficientes para las variables de
estado x, y x3 conlleva a un replanteamiento del analisis
matematico el cual evidencia la existencia de planos
invariantes los cuales acotan al dominio de localizacion.

Para el analisis de LCIS se considera los planos invariantes
x, = 0y x3 = 0. Con esta consideracion el sistema [1]-[5] se
reduce de la siguiente forma

X, =a-—cxyq, [18]
9:C4 = ST~ UTX4) [19]
X5 = Sp — (X5X4 — [pXs. [20]

El criterio que se tomo en cuenta se debid a que
bioldgicamente la variable x, representa a los macréfagos
activos y la variable x5 representa a la variable antigenicas,
implicando de manera légica que al no tener una variable
activa agresiva a diferencia de las células T autoliticas, esta
seria incapaz de etiquetar a las células beta.

Teorema 3. Todos los conjuntos compactos invariantes del
sistema [18]-[20] estan localizado dentro del dominio de
localizacion

K =Ky, N Ky, N Ky, [20]
donde
a . a
X1 S x1(8) < - Stxg, <o
a . a
Ky =17 x1(6) S xqy Sixg, > - [21]
a . a
x.(t) = - Sixyy ==
ST . ST
Xpg S Xg(E) S —  SU Xy, <—
40 4—( ) ur 40 ur
ST . ST
Ky, = = Sx(8) S x4y Sixgy > o [22]
ST . ST
X, () == S Xy, =—
(0 KT 407 ur
N
Key = {0 < x5(6) < s max = 2} [23]

Demostracion. Primeramente, analizando la ecuacion
diferencial lineal [18] se plantea su soluciéon mediante el
método de separacion de variables. Cuya solucion esta dada
por

x,(£) ==+ Coe ™, [24]

Al considerar la condicion inicial x; , = x;(0), se determina
la siguiente solucion particular

x1(t) = %+ (x10 - %) e t, [25]

por lo tanto, se define el conjunto para la funcién x,(t) que
contiene el limite inferior y superior. La expresion
matematica se presenta a continuacion para tres diferentes
casos

1.Sixg, < %, conllevaa K, = {x10 <x(t) < %}

X1

a
X1 = {; S xl(t) S Xlo}.
X1

K
K, = {xl(t) = 2}.

c

2.Si Xy > %, conlleva

a
. a
3.8ixy, = g conlleva a

De manera similar, se propone resolver [19] para x,,
mediante el método de separacion de variables se obtiene la
siguiente solucion

xy(£) = L+ €07, [26]

Al considerar la condicion inicial x,, = x,(0) se determina
la siguiente solucion particular

x,(t) = i—; + (x40 - %) e KTt [27]

por lo tanto, se puede definir el siguiente conjunto para la
funcion x,(t) que contiene el limite inferior y superior. La
expresion matematica se presenta a continuacion para tres
condiciones:

1.Six,, < Z—;, conllevaa Ky, = {x40 < x,(0) < :—:}
2.8ix,, > %, conllevaa K, = {% Sx(t) < x40}.
3.Sixy, = %, conllevaa K, = {x4(t) = %}
Finalmente, se propone la segunda funcion localizadora
hy = xs, [28]
y calculando la derivada de Lie se obtiene
Lehy = sp — qxsxy — UpXs, [29]

Entonces, se puede obtener el conjunto S(h;) = {th1 =0}
dado por

— =58 _ 49
S(h) = {xs = 2 —Lxxg}, [30]
y evaluado se obtiene
_SB_ 4
hylsny = in np XX [31]
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el cual se puede concluir que las soluciones no divergentes de
[20] estan localizadas dentro del conjunto

Ky = {0 < X5(8) < X5 max = SB}- [32]

KB
Asi, el Teorema 3 es demostrado. ||

2.4. Calculo del dominio acotado positivamente
invariante para los planos invariantes x, = x3 = 0

Para garantizar un dominio positivamente invariante se
establece la funcion candidata de Lyapunov para el sistema
[18]-[20] como una suma cuadratica de las ecuaciones del
sistema.

V= %(xl2 + x2 + x2), [33]
cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias de [18]-
[20] y agrupando términos se obtiene

V=—c (x1 - i)z — Ur (x4 — S—T)Z — Up (xs - ;ﬁ)z+ ®,[34]

2c 2ur
con

S R R [35]
P =7 aur | aup qXs5Xy.
Se puede ver que V < 0y que el dominio esta acotado en R
con lo que se tiene estabilidad asintotica en planos invariantes.

2.5. Simulaciones

Para ilustrar los resultados obtenidos acerca del analisis LCCI
para el sistema [18]-[20], se realizaron simulaciones
numéricas. Se consideré6 los valores de pardmetros
presentados en la Tabla 1. En la Fig. 1 se muestra la dindmica
de x;, considerando planos invariantes de las variables x, =
x3 = 0 y dos condiciones iniciales diferentes (x;, = 350 y

X1, = 650).

Fig. 1. Dinamica del estado x;.
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B
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En la Fig. 1 se puede observar que para cualquier condicion
inicial diferente de a/c la dinamica converge de manera
exponencial a dicho valor, satisfaciendo [21].

En la Fig. 2 se muestra la dindmica de x,, considerando
planos invariantes de las variables x, =x3 =0 y dos
condiciones iniciales diferentes (x4, = 700y x4, = 1300).

Fig. 2. Dinamica del estado x,.
1300 T T T T T T
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0 50 100 150 200 250 300 350
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e Ly = T00 — 1y, = 1300

En la Fig. 2 se puede observar que para cualquier condicion
inicial diferente de S;/uy la dindmica converge de manera
exponencial a dicho valor, satisfaciendo [22].

En la Fig. 3 se muestra la dindmica de x5, considerando
planos invariantes de las variables x, = x3 = 0 y condicion
inicial x5, = 750.

Fig. 2. Dinamica del estado x;5.
1200 T T T T T T

1000

500 / |

~— 600} -
L

200 B

0 50 100 150 200 250 300 350
tiempo [seg]

En la Fig. 3 se muestra que la trayectoria de x5 se mantiene
dentro del dominio de localizacion K.
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En las Fig. 1- 3, se muestran que las trayectorias del sistema
[18]-[20] cumplen con el Teorema 3, es decir, la dindmica del
sistema se mantiene en el conjunto K.

3. CONCLUSIONES

En esta investigacion se muestra la metodologia para calcular
los limites superiores de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden mediante la
Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes. El sistema
[11]-[15] posee un punto de equilibrio en el ortante positivo y
es asintoticamente estable.

El dominio acotado positivamente invariante es importante
debido a que delimita una region que contiene la dindmica
compleja del sistema [11]-[15], donde una trayectoria que
entre a dicho dominio permanecera en él para todo tiempo. Es
por ello la existencia de planos invariantes x, = x3 =0
delimitan al sistema [11]-[15] y al mismo tiempo permite una
solucion al sistema basado en un determinado coeficiente.

Biologicamente, la existencia de los coeficientes x; , y x4, nO
ha sido analizado a profundidad en esta investigacion. La
variable xs (t) representa a las células betas, y es una de las
variables que satisface al Teorema 3 sin importar si el sistema
no lineal es considerado con planos invariantes. Este indicador
representa un parteaguas para continuar con el enfoque de
estas células que son un principal factor para la proliferacion
de proinsulina que pasa a convertirse a insulina.

Como trabajo futuro se plantea el disefio de un controlador
adaptativo por modos deslizantes para analizar al sistema
[11]-[15] considerando parametros de incertidumbre de la
Tabla 1.
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